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Sunto. - Si dimDstra cbe dne piani n-pii aveuti la stessa curva 
di <!i,.'amazione sono birazìQnalmeute identici quando' siano birazionul
.uente identiche le rette n-pie da essi subordinate SII una retta generic!\. 

§ I - Scopo del presente lavoro è la dimostrazione di una 
condizione sufficiente per la identità birazionale di due piani 
multipli dotati di una medesima curva di diramazione <p. È noto 
che esistono sull' argomento dei risultati fondamentali dovuti ad 
O. Ohisini, il quale ha dimostrato (1) la identità birazionale di 
due piani multipli nella ipotesi che la curva comune di dirama
zione 'P possa, variando con continuità, tendere in modo oppor· 
tuno a determinate form'e limiti. 

È chiaro tuttavia che non sempre si può garantire il veri· 
ficarsi di tale ipotesi; penso quindi non inutile stabilire altri 
criteri di identità birazionale di due piani multipli senza far 
ricorso alla 'variazione della curva di diramazione. In un mio 
recente lavorò (') ho, potuto ottenere lo scopo per i piani tripli ; 
ora la proposizione che forma la base di quel risultato ha ima 
portata molto più vasta del particolare problema ivi risolto. La 
riprendo pertanto qui per darne la dimostrazione in generale. 

(I) Cfr. O. CHJ.SINI, Sulla identità birasionale. delle {un;ioni o.lge. 
briche di due variabili dotate di una medesima curva di d2'rama=ione, 
Rend. 1st. Lomb. VoI. 77 (1943). 

(2) Cft'. C. F, MANARA, Identità bi"azionale dei piani t1'Ìpli aventi 
Un'I stessa çu,"va di dil'amMione. Rend" Sem.. Mat. di Mod~llll. (1951). 
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§ II -Sia assegnato un piano n-pio, cioè ),llllt relazione algebrica 

(1) F(x, y, Z') = O 

che definisce la Z' come funzione algebrica .z(x, y) implicita ad 
n valori delle dne variabili indipendenti ;;l", y. Sia 'P (x, y) = O 
la curva di diramazione che supporremo (come è sempre lecito) 
in posiz ione generica rispetto agli assi di riferimento e dotata di 
sole singolarità nodali e cuspidali; indichiamo con rn l'ordine di 'P' 

Posto x = X'o la (J) defini'lce una retta n· pIa, cioè ].lDa fun
zione algebrica ad n valori della sola variabile y, i cni punti di 
diramazione sono dati dalle radici YI' Y., ... Ym della equazione 

9'(x.,,1/) = O. 

Oonveniamo di stabilirlcl, per ogni valore .1'. di x un sistema 
di cappi )',,)'., ... )'m nel piano ITv della variabile complessa 
y = il, + i Yi ; cappi che vanno a circondare i punti .11" Y" '" ,1/m 

partendo da una determinata origine 0, n'ella quale abbiamo fis
sato i nomi delle determinazioni z" Z" , .. z" del1a funzione z(x, .11). 
Per es, conveniamo di fissare la forma dei cappi )', (i = 1, 2, ... m) 
in modo che essi partano dal punto improprio dell'asse immagi
nario nel piano IIy , dalla parte delle .1/, negative e vadano a circon
dare i punti Yi correndo parallelamente all'asse immaginario stesso. 

Quaudo la variabile indipendente il percorre un cappio "i viene 
operato uno scambio Si su una coppia di determinazioni della z, 
scambio che diremo brevemente «deposto:>, con le convenzioni 
fissate, sul corrispondente punto di 9' circondato dal' cappio y. 

Manifestamente, una volta· fissata la forma dei cappi )' ·in 
iIy (per es. come abbiamo descritto poco sopra), quando si varii 
con continuità il valore x., e quindi il gruppo di punti !/i. gli 
sca.mbi generati da ogui singolo cappio vengono pure trasportati 
per continuità, l'imanendo quindi ina.lterati fino a che non av
venga che un Yr traversi un cappio )'s; con che lo scambio S's 
genE'rato da ta.le cappio dOl)O l'attraversamento risulta essere il 
trasformato di Ss mediante Sr 

S's ='8r 8s 8r- 1 

È noto che sussistono per tali scambi delle fondamentali 
relazioni, che chiameremo "condizioni di Enriques ~ ("); in forza 

(3) 'Cfr.. ' F, Et'TRIQUES, SitUa costmJione delle funzioni algeb"iehe 
di· -dite v,,-riabili possedenti 1~na ·d(fta,· C1P'V4 q.,i dirama,~ione. 1\unali 

!Ii tvJ~t. 1924. 
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di esse, detto. .x. un valore~ di x in corrispondenza al quale coin
cidano due radjci "Yl' ed Ys della equazione ({J (X," y) ~ 0, si ha per 
gli. scambi corri&poD:~leIlti. Sr. ed Ss eIa relazione 

(I) 

se la retta x = x è tangente alla. ({J, la relazione 

(II) 

se il valore;;; è ascissa di un nodo di cp, ed infine la relazione 

(III) 

se ;; è ascissa di una cuspide di cp. 

È facile constatare che la relazione (II) è soddisfatta quando 
S" e S. sono scambi operanti su coppie di elementi disgiunti, del 
tipo (12) (34), e che la (III) è soddisfatta quando S" e 8 8 ope
rano su coppie di elementi concatenati del tipo (12) (:23). Diremo 
in tal caso che il nodo o la cuspide di cp in corrispondenza ai 
quali si hanno tali relazioni sono essenziali a rp stessa in quanto 
curva di diramazione; infatti queste singolarità Bi mantengono 
necessariamente quando q' venga a variare con continuità, sempre 
rimanendo di diramazione per Iln piano n-pIo. 

Ovviamente però le relazioni (II) e (III) sono soddisfatte anche 
se è Sr = Ss ; diremo che in tal caso il nodo o la cuspide cor
rispondenti di rp BonO inesflenziali a cp BteBsa in quanto curva 
di diramazione; infatti tali singolarità possono esser sciolte va
riando la cp con continuità, senza che per ciò la rp stessa cessi 
di esser di diramazione per un piano n-pIo. 

Sussiste ora il 
TEOR~:MA - Perchè due piani n-pIi diramati dalla stessa 

curva rp siano birazionalmente identici è necessario e sufficiente 
che siano biraziooalmente identiche ie rette n-pIe da essi subor
dinate Sll ana stessa retta generica del piano. 

La necessità della condizione appare imme,diatamente in 
quanto se due funzioni z (x, y) e ; (x, y) sono birazìonalmente 
identiche per valori indipendenti delle variabili Xl Y lo saranno 
anche quando tali variabili. sono legate da una relazione lineare 

ax + by + c = O. 

Viceversa, siano birazionalmente identiche le funzioni algebriche 
di lllla variabile !?ul;lordinate da d1le fU!lzioni z (x,!J) e [, (x, 11) 
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SU un-astèssà l'ètta. de! ·piano, retta ·CÌié; supp0i-r~0 in posimone 
gen'erica ·rispetto 'alla burv'a; :f{J.: ,: • 

Evidentemetitè;' sen'Za~esione'ùella'generaJità, ·potreme:.se-in
pre supporre ohe tale retta apPllJ:tenga al Tascio 'x = costo ed 
abbia precisamente l' equazione" 

Fissiamo ora per ogni valore iXo di ;; nel piano JIy della varia
bile complessa y un sistema di cappi )'j che sia lo stesso per 
~mbedue le funzioni z e {;. Per' ipotesi, pos'siamo scegliere i nomi 
delle determinazioni delle dne funzioni in modo ch.e, per il par
ticolare valore :.r. =.ij; gli scambi operati da ciascun cappio ~ianoo 

identici per ambedue le funzioni Z El {;. AlIdra essi risulteranno 
identici per ogni- valo-re X o di x perchè, variando 'x con contio 
nuità, ,le vicende' a cui sono sottoposti gli scambi genel'ati dai 
siugoli cappi sonO' identiohe per ambedue le funzioni. 

Pertanto quest~ risultano p(')ssedere lo stesso grllppo di mo
nodromià in tutto il piano .'r, y e di conseguenza risultano essere 
birazlonalmente identiO'he. 
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